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Qu'est-ce qu'un code correcteur ?

Cadre : Théorie de I'information créée par Shannon ~ 1950

But : Améliorer/Préserver la qualité des systémes de transmissions de données & travers
I'espace (réseaux téléphoniques, communications par satellite) ou le temps (bandes
magnétiques, disques optiques, etc.).
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Qu'est-ce qu'un code correcteur ?

On veut transmettre un message m qui risque d'étre détérioré lors de la transmission. On
veut que le destinataire puisse détecter s'il y a une erreur voire la corriger.
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Qu'est-ce qu'un code correcteur ?

On veut transmettre un message m qui risque d'étre détérioré lors de la transmission. On
veut que le destinataire puisse détecter s'il y a une erreur voire la corriger.
Idée : Ajouter de la redondance.
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Qu'est-ce qu'un code correcteur ?

On veut transmettre un message m qui risque d'étre détérioré lors de la transmission. On
veut que le destinataire puisse détecter s'il y a une erreur voire la corriger.
Idée : Ajouter de la redondance.

Exemple 1 : Clé du numéro de sécurité sociale - 15 chiffres

2 93 01 13 155 363 83
Sexe Année Mois Depart. Commune Rang Clé
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Qu'est-ce qu'un code correcteur ?

On veut transmettre un message m qui risque d'étre détérioré lors de la transmission. On
veut que le destinataire puisse détecter s'il y a une erreur voire la corriger.
Idée : Ajouter de la redondance.

Exemple 1 : Clé du numéro de sécurité sociale - 15 chiffres

2 93 01 13 155 363 83
Sexe Année Mois Depart. Commune Rang Clé

Clé =97 — N [97] o0 N est le nombre formé des 13 premiers chiffres.
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Qu'est-ce qu'un code correcteur ?

On veut transmettre un message m qui risque d'étre détérioré lors de la transmission. On
veut que le destinataire puisse détecter s'il y a une erreur voire la corriger.
Idée : Ajouter de la redondance.

Exemple 1 : Clé du numéro de sécurité sociale - 15 chiffres

2 93 01 13 155 363 83
Sexe Année Mois Depart. Commune Rang Clé

Cle =97 — N [97] o N est le nombre formé des 13 premiers chiffres.
S'il y a une erreur, disons 293 01 15 155 363 83

N’ = 2930115155363 = 30207372735 X 97 + 68 et 68 + 83 # 0 [97]
Clé courte + / - Pas de correction
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Qu'est-ce qu'un code correcteur ?

On veut transmettre un message m qui risque d'étre détérioré lors de la transmission. On
veut que le destinataire puisse détecter s'il y a une erreur voire la corriger.
Idée : Ajouter de la redondance.

Exemple 1 : Clé du numéro de sécurité sociale - 15 chiffres

2 93 01 13 155 363 83
Sexe Année Mois Depart. Commune Rang Clé

Cle =97 — N [97] o N est le nombre formé des 13 premiers chiffres.
S'il y a une erreur, disons 293 01 15 155 363 83

N’ = 2930115155363 = 30207372735 X 97 + 68 et 68 + 83 # 0 [97]
Clé courte + / - Pas de correction

Exemple 2 : Envoyer trois fois le message
On veut envoyer le message 001. On envoie m = 001001001.
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Qu'est-ce qu'un code correcteur ?

On veut transmettre un message m qui risque d'étre détérioré lors de la transmission. On
veut que le destinataire puisse détecter s'il y a une erreur voire la corriger.
Idée : Ajouter de la redondance.

Exemple 1 : Clé du numéro de sécurité sociale - 15 chiffres

2 93 01 13 155 363 83
Sexe Année Mois Depart. Commune Rang Clé

Cle =97 — N [97] o N est le nombre formé des 13 premiers chiffres.
S'il y a une erreur, disons 293 01 15 155 363 83

N’ = 2930115155363 = 30207372735 X 97 + 68 et 68 + 83 # 0 [97]
Clé courte + / - Pas de correction

Exemple 2 : Envoyer trois fois le message

On veut envoyer le message 001. On envoie m = 001001001.

S'il y a une erreur et le destinataire recoit 7 = 001101001, il peut la détecter et la
corriger.
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Qu'est-ce qu'un code correcteur ?

On veut transmettre un message m qui risque d'étre détérioré lors de la transmission. On
veut que le destinataire puisse détecter s'il y a une erreur voire la corriger.
Idée : Ajouter de la redondance.

Exemple 1 : Clé du numéro de sécurité sociale - 15 chiffres

2 93 01 13 155 363 83
Sexe Année Mois Depart. Commune Rang Clé

Cle =97 — N [97] o N est le nombre formé des 13 premiers chiffres.
S'il y a une erreur, disons 293 01 15 155 363 83

N’ = 2930115155363 = 30207372735 X 97 + 68 et 68 + 83 # 0 [97]
Clé courte + / - Pas de correction

Exemple 2 : Envoyer trois fois le message

On veut envoyer le message 001. On envoie m = 001001001.

S'il y a une erreur et le destinataire recoit 7 = 001101001, il peut la détecter et la
corriger.

A partir de deux erreurs, on n'a plus de garantie. Si 7 = 101101001, m ou 1011011017
Correction d'une erreur + / - Longueur du message envoyé
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Codes

Soit p un nombre premier, e € Net g =p

€

Codage Décodage
Source H Emetteur H Canal H Récepteur PPestinataiﬁ
Message Signal Signal Message
Message a transmettre : vecteur m € (F,)".

N

=] = = Qe
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Codes linéaires

€

Soit p un nombre premier, e € N et g = p°.

Codage Décodage
| Source H Emetteur H Canal H Récepteur HDeslinalairel
Message Signal Signal Message
Dbruité

Message a transmettre : vecteur m € (F,)".
Encodage : Fonction injective

E: (Fq)k — (Fg)"

Si I'encodage est linéaire, cela définit un sous-espace vectoriel C' de (F,)" de dimension k.
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Codes linéaires

€

Soit p un nombre premier, e € N et g = p°.

Codage Décodage

I Source H Emetteur H Canal H Récepteur HDeslinalairel

Message Signal Signal Message
bruité

Message a transmettre : vecteur m € (F,)".
Encodage : Fonction injective

E: (Fq)k — (Fg)"

Si I'encodage est linéaire, cela définit un sous-espace vectoriel C' de (F,)" de dimension k.
Transmission du mot du code E(m) = z a travers le canal (transmissions indépendantes
et sans effacement)

Message recu : y = x +e.
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€

Soit p un nombre premier, e € N et g = p°.

Codage Décodage

I Source H Emetteur H Canal H Récepteur HDeslinalairel

Message Signal Signal Message
bruité

Message a transmettre : vecteur m € (F,)".
Encodage : Fonction injective
k
E: (Fy)" — (Fg)"

Si I'encodage est linéaire, cela définit un sous-espace vectoriel C de (F4)"™ de dimension k.
Transmission du mot du code E(m) = z a travers le canal (transmissions indépendantes
et sans effacement)
Message recu : y = x +e.
Décodage :

D (Fq)" — (]Fq)k

tel que Do E = 1Id
Fait correspondre a tout vecteur recu y de F un vecteur corrigé qui soit I'un des mots de
code le plus vraisemblablement émis.
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Définition
Un code linéaire C' sur Fy de longueur n est un sous-espace vectoriel Fy. On note k sa
dimension.
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Définition
Un code linéaire C' sur Fy de longueur n est un sous-espace vectoriel Fy. On note k sa

dimension.
Soit z € C'. Le poids du mot = est donné par

w(z) =#{i€{1,...,n}, z; # 0}
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Définition
Un code linéaire C' sur Fy de longueur n est un sous-espace vectoriel Fy. On note k sa

dimension.
Soit z € C'. Le poids du mot = est donné par

w(z) =#{i€{1,...,n}, z; # 0}
Soient z, y € C'. La distance de Hamming entre x et y est définie par

d(m>y) = #{Z € {1>~ .. 7”}7 T # yl}
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Définition
Un code linéaire C' sur Fy de longueur n est un sous-espace vectoriel Fy. On note k sa

dimension.
Soit z € C'. Le poids du mot = est donné par

w(z) =#{i€{1,...,n}, z; # 0}
Soient z, y € C'. La distance de Hamming entre x et y est définie par

dz,y) =#{i € {1,...,n}, zs #y:} = w(x —y)
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Définition
Un code linéaire C sur Fy de longueur n est un sous-espace vectoriel Fy'. On note k sa

dimension.
Soit z € C'. Le poids du mot = est donné par

w(z) =#{i€{1,...,n}, z; # 0}
Soient z, y € C'. La distance de Hamming entre x et y est définie par
d(z,y) =#{i € {1,...,n}, i #yi} =w(z —y)
La distance minimale du code C' est définie par

d(C) = min{d(z,y) | z,y € C, x # y}
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Définition
Un code linéaire C sur Fy de longueur n est un sous-espace vectoriel Fy'. On note k sa

dimension.
Soit z € C'. Le poids du mot = est donné par

w(z) =#{i€{1,...,n}, z; # 0}
Soient z, y € C'. La distance de Hamming entre x et y est définie par
d(z,y) =#{i € {1,...,n}, i #yi} =w(z —y)
La distance minimale du code C' est définie par

d(C) = min{d(z,y) |z,y € C, x # y} = gggw(m)
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Définition
Un code linéaire C sur Fy de longueur n est un sous-espace vectoriel Fy'. On note k sa

dimension.
Soit z € C'. Le poids du mot = est donné par

w(z) =#{i€{1,...,n}, z; # 0}
Soient z, y € C'. La distance de Hamming entre x et y est définie par
d(z,y) =#{i € {1,...,n}, i #yi} =w(z —y)
La distance minimale du code C' est définie par

d(C) = min{d(z,y) |z,y € C, x #y} = gggw(m)

v

Un code linéaire de longueur n, de dimension k et de distance minimale d est dit [n, k, d].

On dit qu'il a un taux de correction t = |45+ |.

E
n

et la distance relative § = <.

n

On définit le taux de transmission k =
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Te taux de transmission : kK = %
Distance relative § = %

Borne de Singleton : § +x <1+ 1.
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Te taux de transmission : k = £
Distance relative § = %

Borne de Singleton : § +x <1+ 1.

Borne asymptotique de Gilbert-Varshamov : A ¢ fixé et quand n — +o0,
sup {k(C)[6(C) =6} > 1 — Hy(9)

g—aire

oll Hy(d) = dlog, (g —1) —dlog, 6 — (1 —4)log, (1 —9).
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Te taux de transmission : k = £
Distance relative § = %

Borne de Singleton : § +x <1+ 1.

Borne asymptotique de Gilbert-Varshamov : A ¢ fixé et quand n — +o0,
sup {k(C)[6(C) =6} > 1 — Hy(9)

g—aire

oll Hy(d) = dlog, (g —1) —dlog, 6 — (1 —4)log, (1 —9).

1

0 1
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Soit {a1,...,an} C Fq et k < n. On considére le code de Reed-Solomon
C=A{(f(a),...
C’est un code de type [n,k,n — k + 1].

7f(an))7 f € Fq[X]Skfl}

o = = E A
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Ajoutons de la structure : Codes de Reed-Solomon

Soit {a1,...,an} C Fq et k < n. On considére le code de Reed-Solomon

C={(flon),..., flon)), f € Fq[X]<r-1}
C’est un code de type [n,k,n — k + 1].
Preuve pour la distance minimale :
Soit (f(a1),. .., f(an)) un mot de poids minimal non nul. Soit

I={ie{l,...,n}]| f(as) = 0}. Alors, puisque deg f <k —1, #I < k — 1. Donc
d>n— (k—1). De plus, pour

k—1

FX) =[x =)

i=1

le mot du code associé a f est exactement de poids n — (kK — 1). Donc d <n — (k —1).
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Ajoutons de la structure : Codes de Reed-Solomon

Soit {a1,...,an} C Fq et k < n. On considére le code de Reed-Solomon

C=A{(f(a),..., flan)), f €Fy[X]<r-1}
C’est un code de type [n,k,n — k + 1].
Preuve pour la distance minimale :
Soit (f(a1),. .., f(an)) un mot de poids minimal non nul. Soit

I={ie{l,...,n}]| f(as) = 0}. Alors, puisque deg f <k —1, #I < k — 1. Donc
d>n— (k—1). De plus, pour

k—1
FX) =[x =)
i=1
le mot du code associé a f est exactement de poids n — (kK — 1). Donc d <n — (k —1).
En d’autres termes, la distance minimale est égale a
n —max{i | f(a;) = 0}

Connaitre la distance minimale du code est équivalent & connaitre le nombre maximal de
zéros des polynémes que |'on considére.
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Surfaces de Hirzebruch

Soit 7 € N. On définit la surface de Hirzebruch H,, de paramétre 7.
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Surfaces de Hirzebruch WXt THIET

Soit € N. On définit la surface de Hirzebruch #,, de paramétre 7.

o 1° point de vue : quotient

On fait agir F x F sur (A*\ {(0,0)}) x (A%\ {(0,0)}) : on note (t1,2) les
coordonnées sur le premier A%, (21,x2) pour le second et (X, ) € F x F.
) =

<)‘7N’) : (tl,t27$17$€2 ()‘t17)‘t27:u)‘_nx17ux2)'
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Surfaces de Hirzebruch WXt THIET

Soit € N. On définit la surface de Hirzebruch #,, de paramétre 7.

o 1° point de vue : quotient
On fait agir F x F sur (A*\ {(0,0)}) x (A%\ {(0,0)}) : on note (t1,2) les
coordonnées sur le premier A%, (21,x2) pour le second et (X, ) € F x F.
<)‘7/1/) : (t1>t27m17x2) (At17)‘t27ﬂ)‘_nxlaux2)'

‘H, peut étre définie comme le quotient

(A*\{(0,0)}) x (A*\ {(0,0)}) /F*.
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Surfaces de Hirzebruch WXt THIET

Soit € N. On définit la surface de Hirzebruch #,, de paramétre 7.

o 1° point de vue : quotient
On fait agir F x F sur (A%\ {(0,0)})
coordonnées sur le premier A%, (x1, T2

x (A*\ {(0,0)}) : on note (t1,t2) les

) pour le second et (A, ) € F x F.
<)‘7/1/) (t1>t27x17x2) (At17)‘t27ﬂ)‘_nxlaux2)'

‘H, peut étre définie comme le quotient

(A*\{(0,0)}) x (A*\ {(0,0)}) /F*.

o 2° point de vue : plongée dans P"*3 (Exemples et nbre de F, points)
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Surfaces de Hirzebruch V-VT TR Dol

On va construire un code type Reed-Solomon, en évaluant des polyndmes de
R =TF,[Th,T>, X1, X2].
On munit R d'une graduation, c'est-a-dire on donne un degré a chaque mondme.
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Surfaces de Hirzebruch V-VT TR Dol

On va construire un code type Reed-Solomon, en évaluant des polyndmes de
R=TF,[T\, Tz, X1, X3].

On munit R d'une graduation, c'est-a-dire on donne un degré a chaque mondme.
Un mondme M = T T52 X% X2 est de bidegré (d7,dx) si

0r =c1+4ca—ndi,
1
{ Ox =di +do. ( )

On note R(d7,0x) le Fq-ev des polynémes de bidegré (o7, dx).
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Surfaces de Hirzebruch V-VT TR Dol

On va construire un code type Reed-Solomon, en évaluant des polyndmes de
R=TF,[T\, Tz, X1, X3].

On munit R d'une graduation, c'est-a-dire on donne un degré a chaque mondme.
Un mondme M = T T52 X% X2 est de bidegré (d7,dx) si

0r =c1+4ca—ndi,
1
{ Ox =di +do. ( )

On note R(07,0x) le Fq-ev des polynémes de bidegré (d7,dx ). Alors

R= @ R(é7,0x)

(87,6 x)€L?
Remarque : R(d7,dx) n'est pas réduit a zéro si et seulement si

ox >0etd:=3dr+nix > 0.
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Surfaces de Hirzebruch JeCT EOC BV FEYIEY]

On va évaluer les polyndmes en les points rationnels de la surface H,,.
On rappelle que les points de la surface de Hirzebruch sont les orbites sous I'action

(A ) - (t1,t2, 21, w2) = (N1, M2, pA™ 21, paa).

Un point est F4-rationnel si I'orbite contient au moins un représentant a coordonnées
dans Fy.
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Surfaces de Hirzebruch JeCT EOC BV FEYIEY]

On va évaluer les polyndmes en les points rationnels de la surface H,,.
On rappelle que les points de la surface de Hirzebruch sont les orbites sous I'action

(A ) - (t1,t2, 21, w2) = (N1, M2, pA™ 21, paa).

Un point est F4-rationnel si I'orbite contient au moins un représentant a coordonnées
dans Fy.

Soit F' € R(dr,0x) et P un point de H,, On pose F'(P) = F(t1,t2,x1,22), ol
(t1,t2,x1,x2) est I'unique représentant de P qui est de |'une des ces formes :

o (1,a,1,b) avec a, b € Fy,
(0,1,1,b) avec b € Fy,

e (1,a,0,1) avec a € Fy,

(0,1,0,1).
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Surfaces de Hirzebruch JeCT EOC BV FEYIEY]

On va évaluer les polyndmes en les points rationnels de la surface H,,.
On rappelle que les points de la surface de Hirzebruch sont les orbites sous I'action

(A ) - (t1,t2, 21, w2) = (N1, M2, pA™ 21, paa).

Un point est F4-rationnel si I'orbite contient au moins un représentant a coordonnées
dans Fy.

Soit F' € R(dr,0x) et P un point de H,, On pose F'(P) = F(t1,t2,x1,22), ol
(t1,t2,x1,x2) est I'unique représentant de P qui est de |'une des ces formes :

o (1,a,1,b) avec a, b € Fy,
e (0,1,1,b) avec b € T,

e (1,a,0,1) avec a € Fy,

e (0,1,0,1).

On veut que, sur chaque A%, la coordonnée non nulle la plus & gauche vaille 1.
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Surfaces de Hirzebruch JeCT EOC BV FEYIEY]

On va évaluer les polyndmes en les points rationnels de la surface H,,.
On rappelle que les points de la surface de Hirzebruch sont les orbites sous I'action

(A ) - (t1,t2, 21, w2) = (N1, M2, pA™ 21, paa).

Un point est F4-rationnel si I'orbite contient au moins un représentant a coordonnées
dans Fy.

Soit F' € R(dr,0x) et P un point de H,, On pose F'(P) = F(t1,t2,x1,22), ol
(t1,t2,x1,x2) est I'unique représentant de P qui est de |'une des ces formes :

o (1,a,1,b) avec a, b € Fy,
e (0,1,1,b) avec b € T,

e (1,a,0,1) avec a € Fy,

e (0,1,0,1).

On veut que, sur chaque A%, la coordonnée non nulle la plus & gauche vaille 1.

Le code Cy(d7,0x) est définie comme I'image de I'application

[ R(r,0x) — FY
evaﬁX)'{ F = (F(P))pernr,)- @
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Le code C,(61,dx) est définie comme I'image de I'application

f R(6r,6x) — TFY
eV(aT,ax>'{ F = (F(P))peunr,)- ®

Déterminons la dimension du code

dim (R(éT7 o )/ker eV(sr.ox ))

La stratégie :

@ On pose la relation d'équivalence sur les monémes de bidegré (67, 0x)

M=M = M-M erI‘eV(gT,(;X),
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Le code C,(61,dx) est définie comme I'image de I'application

f R(6r,6x) — TFY
eV(aT,ax>'{ F = (F(P))peunr,)- ®

Déterminons la dimension du code

dim (R((ST7 o )/ker eV(sr.ox ))

La stratégie :

@ On pose la relation d'équivalence sur les monémes de bidegré (67, 0x)

M=M = M-M erI‘eV(gT,(;X),

@ Caractériser les mondmes qui ont la méme évaluation,
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Le code C,(61,dx) est définie comme I'image de I'application

f R(6r,6x) — TFY
eV(aT,ax>'{ F = (F(P))peunr,)- ®

Déterminons la dimension du code

dim (R0, 0x)

ker eV(5T»5x))
La stratégie :

@ On pose la relation d'équivalence sur les monémes de bidegré (67, 0x)

M=M < M-M erI‘eV(gT,(;X),

@ Caractériser les mondmes qui ont la méme évaluation,

© Choisir une famille de représentants des monémes sous =,
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Le code C,(61,dx) est définie comme I'image de I'application

f R(6r,6x) — TFY
eV(aT,ax>'{ F = (F(P))peunr,)- ®

Déterminons la dimension du code

dim (R0, 0x)

ker eV(5T»5x))
La stratégie :

@ On pose la relation d'équivalence sur les monémes de bidegré (67, 0x)

M=M < M-M erI‘GV(gT,(;X),

@ Caractériser les mondmes qui ont la méme évaluation,
© Choisir une famille de représentants des monémes sous =,

@ Montrer que cette famille est en fait une base de R(d7,dx) modulo le noyau.
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On rappelle qu'un monéme M = TS T52 X1 X 92 est de bidegré (67,0x) si
di +d2=6x et ci +ca—ndi =67
A (67,0x) donné, un mondme est totalement déterminé par le couple (d2, c2) avec

OSdQS(SX et0302§5T+n(6X—d2):5—17d2
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P(5T,5x) = {(dz,CZ) S N2|0 <ds < ox et 0 <c < 5T+77(5X *dz) 25717d2}
On note A I'abscisse des sommets les plus a droite.

Ox si o7 > 0,
s _ LU
o =0x + L sinon.

A= A(n,d0r,0x) = min (5;{, %) = {

Ce n'est pas toujours un entier!
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P(5T,5x)={(d2,02)€N2|0§d2 S(sx et 0 < co S5T+77(5X7d2):5717d2}

On note A I'abscisse des sommets les plus a droite.

. 5 5X Si 5T207
A—A(ﬂ75T75X)—mm<6X7ﬁ)_{ %:5)(-1-577” sinon.

Ce n'est pas toujours un entier!

€2 A €2 A €2 A
0 6
§=ér
> do
A =6y A=y do A< by do
n=20 n>06r>0 n>00r <0
e.g. P(7,4) in Ho e.g. P(2,3) in Ha e.g. P(—2,5) in Ha

Jade Nardi Codes correcteurs sur les surfaces de Hirzebr Jeudi 7 février 13 / 26



P(5T,5x)={(d2,Cz)EN2|0§d2 S(sx et 0 < co S5T+77(5X7d2):5777d2}

On note A I'abscisse des sommets les plus a droite.
. 6 0x si o7 > 0,
A_A(n’dT’(SX)_mm(éX’ﬁ)_{ §:6X+STT sinon.

n

Ce n'est pas toujours un entier!

€2 A €2 A €2 A
0 6
§=ér
» do
A =6y A=y do A< by do
n=20 n>06r>0 n>00r <0
e.g. P(7,4) in Ho e.g. P(2,3) in Ha e.g. P(—2,5) in Ha

Choisir des représentants des monémes modulo le noyau revient 4 choisir des points dans

le polygone.
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Proposition
Soient (dz, cz2), (d5,c5) € P(dr,dx). On pose
M = M(dz,c2) = TO TP XE XS et M = M(db, &) = TO T2 X X 2.
Alors M = M’ si et seulement si
q—1|di —d,
qa—1l¢; —¢j,

di=0 &d, =0,
c;i =0 <:>c;=O.
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Proposition
Soient (dz, cz2), (d5,c5) € P(dr,dx). On pose
M = M(dz,c2) = TO TP XE XS et M = M(db, &) = TO T2 X X 2.
Alors M = M’ si et seulement si
qg—1 | di — d;?
qg—1 | Cj — C;'a
di=0 < d; =0,
ci=0 & c; =0.

Idée de la preuve : Puisqu'un élément = € F, appartient a F, si et seulement si
x? — x = 0, on peut se convaincre que les conditions sont suffisantes.
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N I L U UL} Cooctévisation des mondmes ayant la méme &valuation

Proposition
Soient (dz, cz2), (d5,c5) € P(dr,dx). On pose
M = M(dz,c2) = TO TP XE XS et M = M(db, &) = TO T2 X X 2.
Alors M = M’ si et seulement si
qg—1 | di — d;?
qg—1 | Cj — C;'a
di=0 < d; =0,
ci=0 & c; =0.

Idée de la preuve : Puisqu'un élément = € F, appartient a F, si et seulement si

x? — x = 0, on peut se convaincre que les conditions sont suffisantes. Pour montrer que
c'est nécessaire, on remarque que M (1,z,1,1) = M'(1,z,1,1) pour tout = € F,, ce qui
implique que x°? = 2% et donc

TS — Ty | TS — T52,

ce qui donne la condition sur cz.
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N I L U UL} Cooctévisation des mondmes ayant la méme &valuation

Proposition
Soient (dz, cz2), (d5,c5) € P(dr,dx). On pose
M = M(dz,c2) = TO TP XE XS et M = M(db, &) = TO T2 X X 2.
Alors M = M’ si et seulement si
q—1|di —d,
qa—1l¢; —¢j,

di =0 <:>d;=O,
c;i =0 <:>c;~=O.

Idée de la preuve : Puisqu'un élément = € F, appartient a F, si et seulement si

x? — x = 0, on peut se convaincre que les conditions sont suffisantes. Pour montrer que
c'est nécessaire, on remarque que M (1,z,1,1) = M'(1,z,1,1) pour tout = € F,, ce qui
implique que x°? = 2% et donc

TS — Ty | TS — T52,

ce qui donne la condition sur cz. On fait de méme en (1,1,1,z) pour dz puis on utilise la
définition du bidegré pour avoir les conclusions sur dy et c¢;.
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Proposition
Soient (da,c2), (d5,c5) € P(d7,8x). On pose
M = M(da,c2) = TOT2 XM X2 et M’ = M(d),c}) = TOTS2 x4 x 2,
Alors M = M’ si et seulement si
q— 1 | Cj — C;',
d;i=0 & d; =0,
Cj = 0 & C;- = 0.

Pourquoi ces conditions (C3) et (C4)?
Prenons ¢ =3, n =0 et (07,0x) = (0,4).

M=XX2et M' = X3

Alors M(1,1,0,1) = 0 alors que M’(1,1,0,1) = 1.
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Proposition
Soient (da,c2), (d5,c5) € P(d7,8x). On pose

M = M(da,c2) = TOT2 XM X2 et M’ = M(d),c}) = TOTS2 x4 x 2,

Alors M = M’ si et seulement si

q—1|d; —d, (C1)
g—1l¢ —df, (C2)
d; =0 < d; =0, (C3)
;=0 < c;=0. (C4)

Pourquoi ces conditions (C3) et (C4)?
Prenons ¢ =3, n =0 et (67,0x) = (0,4).

M=XX2et M' = X3

Alors M(1,1,0,1) = 0 alors que M’(1,1,0,1) = 1.
Ces conditions ne jouent que quand on évalue des points avec des coordonnées nulles.
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Proposition [Rappel]
M = M(da,c2) = TOTE XM X2 et M = M(d), c}) = TATS2 X2
q— 1 | Cj — C;'a
di=0 & d; =0,
=0 &d=0.

U U

d
1 2
X5

On choisit des points dans le polygone. Dessin !
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des

- Dimereion U

Proposition [Rappel]

ayant la méme évaluation

M = M(da, c2) = TO T XM X2 et M = M(d), c}) = TOTS2 X x 2,

— / qg—1 | © = C}a
M=M <9 g-0 od=o,
;=0 <&dj=0.
.
On choisit des points dans le polygone. Dessin !
Cc2 Cc2 C2
nA nA nA
S S S
\ \ \
o o =4
\ \ \
2 2 2
1 1 1
A dg A d2 A d2 A d2
(a)g=11 (b) ¢=7 (c)g=4 (d)g=2
Figure — P(—2,5) dans Ho pour différentes valeurs.de q.
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des 8 ayant la méme évaluation

Cc2
A
09
or
4 [ [ ] L
< [ [ ] <
4 [ ] [ ] L
Ix da ) O0x do I 6X7d2
() §<q=13 (b) 67 <q=T7<6 (c) 6x < q=4< br

Figure — P(5,3) dans H2
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R L) Possoge éla dimension
Proposition

A(dr,0x) ={M(,B) | (v, B) € P(d7,dx) choisi dans le polygone.}

A(dr,6x) forme un systéme de représentants des monémes de R(d7,dx) modulo =.

J

o = = E A
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A(dr,0x) ={M(,B) | (v, B) € P(d7,dx) choisi dans le polygone.}

Proposition
A(d7,0x) forme un systéme de représentants des mondmes de R(dr,dx) modulo =. J

Comment passer a la dimension ?
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A(dr,0x) ={M(,B) | (v, B) € P(d7,dx) choisi dans le polygone.}

Proposition J

A(d7,0x) forme un systéme de représentants des mondmes de R(dr,dx) modulo =.

Comment passer a la dimension? On définit une application linéaire 75, 5,) de
R(6r,dx) qui & chaque monéme associe son représentant dans A(dr,dx).

Théoréme

L'application 75,5 est la projection de R(dr,dx) le long de kerev(s, 5,) sur
Vect(A(d7,0x)). De plus, A(d1,0x) est libre modulo kerev(s,. 5.)-
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A(dr,0x) ={M(,B) | (v, B) € P(d7,dx) choisi dans le polygone.}

Proposition J

A(d7,0x) forme un systéme de représentants des mondmes de R(dr,dx) modulo =.

Comment passer a la dimension? On définit une application linéaire 75, 5,) de
R(d7,dx) qui & chaque mondéme associe son représentant dans A(dr,dx).

Théoréme

L'application 75,5 est la projection de R(dr,dx) le long de kerev(s, 5,) sur
Vect(A(d7,0x)). De plus, A(d1,0x) est libre modulo kerev(s,. 5.)-

Corollaire

La dimension du code C,,(dr,dx) vaut

dim Cy, (67, 0x) = #A(6r,dx)
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Exemple utile pour la suite : Cas ou I'évaluation est surjective.
Montrons que si 7, dx > g, alors I'application d’évaluation ev (s, 5,) est surjective.

dim Cyy (67, 6x) = #K(0r,6x) = (g+1)* = N

ox da
Figure — P(3,4) avec ¢ = 3 dans H;1
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Formule explicite de la dimension du code
Sur Ho,

dim Co (07, dx) = (min(dr,q) + 1) (min(dx,q) + 1) .
Sur #H,, pour n > 1, on pose

min(dr,q) +1 sidr >0 et g < x,
m=min(|A]|,g—1), h = 1 sidp <0, g< Aetn|dr,
0 sinon,
B ls] sise[o,ml,
5—6 9 et 5= -1 sis<O,
N m  Sis>m.

Alors

dim Cy (87, 6x) = (¢ + 1)(5 + 1) + (m — 3) <5+1 — (%s“)) +h
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Par définition,
dn(6T,5x)= min
FeR(p,0x)\kerev(s, 5+)

w(ev(spsx)(F))-

Jade Nardi
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Par définition,

dy(07,0x) = w(evisy,sx)(F))-

min
FeR(p,0x)\kerev(s, 5+)

De plus, on munit I'ensemble des monémes de R d'une relation d'ordre totale. Cela nous
permet de définir le terme dominant d’un polynéme F, que I'on note LT(F).
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Par définition,

dn(l;T,(SX) = min w(ev(th,(;X)(F)).

FeR(p,0x)\kerev(s, 5+)

De plus, on munit I'ensemble des monémes de R d'une relation d'ordre totale. Cela nous
permet de définir le terme dominant d’un polynéme F, que I'on note LT(F).
Soit (er,ex) € N? tel que er, ex > ¢q. On pose

Aer,ex)r = {N € Aler,ex) | LT(F) | N}.

Minoration de la distance minimale

La distance minimale vérifie d,,(61,dx) > MeA(a ) #A(er, €x) M-
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Par définition,

dn(07,0x) = min w(evis, sv) (F)).
77( ) FER(JT,éx)\kerev({;Ty{;X) ( (o, X)( ))
De plus, on munit I'ensemble des monémes de R d'une relation d'ordre totale. Cela nous
permet de définir le terme dominant d’un polynéme F, que I'on note LT(F).
Soit (er,ex) € N? tel que er, ex > ¢q. On pose

Aler,ex)r = {N € Aler,ex) | LT(F) | N}.

La distance minimale vérifie d, (67, 6x) > #A(er, €x) M-

Minoration de la distance minimale
M€A(6 5x) J

Esquissons la preuve.
Pour F' € R(dr,0x) \ kerev(s,. s), on pose
Z(F)={P e H,|F(P)=0} et Np = #Z(F)(Fy).
o D’abord on remarque que ev(s;,5.)(F) = eV(sp.6x) (Ts7.6x)(F)) et donc

dy (67, 6x) = i F)) = i N = Nr.
"I( T X) FEVec?X%T»(SX)w(eV(&T’éX)( )) FGVec?lAl?lSTy‘sX) r

On veut minorer N — N uniformément en F' € Vect A(dr,0x).
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Minoration de la distance minimale

La distance minimale vérifie d,,(d7,dx) > min  #A(er,ex)um-
MEeA(ST,6x)

Suite de la preuve.
@ Pour tout F' € Vect A(d7,dx), on considére 'application surjective

ev . R(ET,Ex) — ]FéVF
(eT,ex),F G — (G(Q))QEZ(F)(]FQ)
s R
Nr = dim ( (eryex)s eV(eT,eX),F> .

@ On pose (F) le sev FR(er — dr,ex —0x) C R(er,ex) engendré par F.

(ersex) -
Puisque ker ev(c,. e ) + (F)(ET’EX) C kerevie, ey),r. ona Nrp > N avec
Vp = dim [ Bler; ex)
Np dlm( /kerev(eT,ex) +<F>(€T»€X) .
= d,(67,0x) > min N — Ng.

~ FeVect A(61,6x)

Grosso modo, N — N est la dimension des polynémes qui ne sont pas dans le

(4)

noyau mais qui sont divisibles par F'. On montre par ailleurs qu'il suffit de compter
le nombre de monémes qui ne sont pas divisibles par le terme dominant de F, i.e.

N — Np = #{N € Aler,ex) | LT(F) | N} = #A(er, ex)
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Minoration de la distance minimale

La distance minimale vérifie d,,(d7,dx) > min  #A(er,ex)um-
MEeA(ST,6x)

Suite de la preuve.
@ Pour tout F' € Vect A(d7,dx), on considére 'application surjective

ev . R(ET,Ex) — ]FéVF
(eT,ex),F G — (G(Q))QEZ(F)(]FQ)
s R
Nr = dim ( (eryex)s eV(eT,eX),F> .

@ On pose (F) le sev FR(er — dr,ex —0x) C R(er,ex) engendré par F.

(ersex) -
Puisque ker ev(c,. e ) + (F)(ET’EX) C kerevie, ey),r. ona Nrp > N avec
Vp = dim [ Bler; ex)
Np dlm( /kerev(eT,ex) +<F>(€T»€X) .
= d,(67,0x) > min N — Ng.

~ FeVect A(61,6x)

Grosso modo, N — N est la dimension des polynémes qui ne sont pas dans le

(4)

noyau mais qui sont divisibles par F'. On montre par ailleurs qu'il suffit de compter
le nombre de monémes qui ne sont pas divisibles par le terme dominant de F, i.e.

N — Np = #{N € Aler,ex) | LT(F) | N} = #A(er, ex)
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Formule explicite pour la distance minimale
Soit n > 0, (67,0x) € Z x N with § > 0. A moins que

n>1, 0r<0, nlér, etq<?, (H)
le code C',(dr,dx) sur la surface de Hirzebruch H,, a pour distance minimale
e Sin>1,

Si g > 6, alors

_J (@+155=0)(g—3+1) sidr >0ou (67 <O0etn>2)

dn(5T,5X)—{ (qf(;)(q+1) sidp<Oetn=1
Si max (%,cﬁ) < g <4, alors
J —
dn(dr,0x) =q— quJ

Si q < max (5, 6r),
dn(d7,0x) = max(q — 6x +1,1)
e Sin=0,

dn(6r,0x) = max(q — dx + 1,1) max(q — o7 + 1,1)
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Courbes maximales

Ecrivons F, = {£1,&2,...,&,}. Les mots de code associés a ces polynédmes atteignent la
distance minimale.
e Sin>1,

Si ¢ > 6, posons

Xfx 122X (T — &T1) sidr >0oun>2

(IR i, S ) = _ —1
(T3, T3, Xu, X3) {Xl‘STXSXJr%THfo‘;X(Tg§¢T1) sidp<Oetn=1

. 5 -
Si max (W"ST) <g< 6 posons s =[] et

S
F(Ty, T, X1,X2) = TSTJH?((;X*S)*‘Z H(X2 —&T]X) H (T2 — aTh)
i=1 ack,
Si ¢ < max (#,&ﬂ), posons mx = min(q,dx) et
mx
F(T1, T2, X1, X2) = XgX "X 197 [ (X2 — &:X1TY)
i=1

@ si 7 =0, posons mr = min(q, é7) and mx = min(q, dx) et

mx mr
F(T1, Ty, X1, X2) = XpX "X T~ [[(Xe — &X0 7)) [ [(T2 — &T0)

i=1 j=1
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Majoration du nombre de points rationnels des courbes

Soit 7 > 0 et (67,0x) € Z x N avec § = dr + ndx > 0. On suppose que (H) n'est pas
vraie. Soit C une courbe de la surface de Hirzebruch #,, qui ne contient pas tous les
F,-points de H,, et de bidegré (41, dx) (c'est-a-dire de classe de Picard d7F + 0x0).
Alors
e Sin>1,
Si g > 6, alors
(q—|—1)5T siox =0etdpr >0,
#C(Fq) < qgd+1)+1 sidx #0et (0r >0o0u (0r <0etn>2)),
(g+1)(0+1) siépr<Oetn=1.
Si max (%,&ﬂ) < g <é, alors

#C(Fy) <@ +q+1+ [ZJJ

Siq < max (5,07 et g > bx,
#C(Fq) < ¢* + g+ dx.

e Sin=0,

#C(F,) < (¢ +1)° —max(q — dx + 1,1) max(q — or + 1,1).

v
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Nous sommes dans le cas contraire a I'étude classique des codes. On se sert de notre
connaissance du code pour en déduire les courbes maximales de la surface, et non le
contraire !

Les codes permettent d'obtenir des résultats géométriques sur la surface considérée.
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Nous sommes dans le cas contraire a I'étude classique des codes. On se sert de notre
connaissance du code pour en déduire les courbes maximales de la surface, et non le
contraire !

Les codes permettent d'obtenir des résultats géométriques sur la surface considérée.
Merci pour votre attention !
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