Une méthode pour majorer le nombre de [Fs-points d'une
courbe sur une surface torique
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Idée de base
( 1o}

Idée de Stohr et Voloch pour les courbes planes

Pour compter le nombre de F,-points d'une variété, il faut compter le nombre
de points fixes sous le Frobenius.
Pour majorer, on va relaxer cette condition.
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Idée de base
( 1o}

Idée de Stohr et Voloch pour les courbes planes

Pour compter le nombre de F,-points d'une variété, il faut compter le nombre
de points fixes sous le Frobenius.
Pour majorer, on va relaxer cette condition.

Fixons une une courbe plane C' absolument irréductible de degré d d'équation
f €Fq[x,y]. Pour majorer le nombre de Fq-points de C, Stdhr et Voloch
proposent de compter le nombre de points dont le Frobenius est sur leur
tangente.
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Idée de base
( 1o}

Idée de Stohr et Voloch pour les courbes planes

Pour compter le nombre de F,-points d'une variété, il faut compter le nombre
de points fixes sous le Frobenius.
Pour majorer, on va relaxer cette condition.

Fixons une une courbe plane C' absolument irréductible de degré d d'équation
f €Fq[x,y]. Pour majorer le nombre de Fq-points de C, Stdhr et Voloch
proposent de compter le nombre de points dont le Frobenius est sur leur

tangente.
Comment ? Gréce a I'équation globale de la tangente sur A®|

tp(z,y) = (x—xp)0cf(xp,yr) + (y —yr)0yf(xp,yr)
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Idée de base
( 1o}

Idée de Stohr et Voloch pour les courbes planes

Pour compter le nombre de F,-points d'une variété, il faut compter le nombre
de points fixes sous le Frobenius.
Pour majorer, on va relaxer cette condition.

Fixons une une courbe plane C' absolument irréductible de degré d d'équation
f €Fq[x,y]. Pour majorer le nombre de Fq-points de C, Stdhr et Voloch
proposent de compter le nombre de points dont le Frobenius est sur leur
tangente.

Comment ? Grice 3 ['équation globale de la tangente sur A%

te(x,y) = (z - SUP)azf(a?PhyP) +(y-yr)oyf(zr,ypr)

h(z,y) = (27 = 2)0u f (2, y) + (y* =)0y f (x,y)
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Idée de base
(] }

Idée de Stohr et Voloch pour les courbes planes

ha,y) = (27 - )0 f(2,y) + (y" - y)0u f (2,y)
Soit D la courbe définie par h = 0.
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Idée de base
(] }

Idée de Stohr et Voloch pour les courbes planes

h(z,y) = (27 - 2)0= f (z,y) + (y" - y)0y f (2,y)
Soit D la courbe définie par h = 0. Alors
e C(F)cCnD={PeC|®(P)ecTpC}.
® En tout point P € C(F,), i(C,D;P) > 2.
® Si C n'a pas que des points d'inflexion, alors f ne divise pas h.
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Idée de base
(] }

Idée de Stohr et Voloch pour les courbes planes

h(z,y) = (2" - 2)0:f (z,y) + (v - y)0y f (. y)
Soit D la courbe définie par h = 0. Alors
¢ C(F)cCnD={PecC|®(P)eTpC).
® En tout point P € C(F,), i(C,D;P) > 2.

® Si C n'a pas que des points d'inflexion, alors f ne divise pas h.

On a donc C(F,) < %C’AD
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Idée de base
(] }

Idée de Stohr et Voloch pour les courbes planes

h(z,y) = (2" - 2)0:f (z,y) + (v - y)0y f (. y)
Soit D la courbe définie par h = 0. Alors
¢ C(F)cCnD={PecC|®(P)eTpC).
® En tout point P € C(F,), i(C,D;P) > 2.

® Si C n'a pas que des points d'inflexion, alors f ne divise pas h.

On a donc C(Fy) < %C’AD: g(d+q,1)_
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Idée de base
(] }

Idée de Stohr et Voloch pour les courbes planes

h(z,y) = (27 - 2)0= f (z,y) + (y" - y)0y f (2,y)
Soit D la courbe définie par h = 0. Alors
e C(F)cCnD={PeC|®(P)ecTpC}.
® En tout point P € C(F,), i(C,D;P) > 2.
® Si C n'a pas que des points d'inflexion, alors f ne divise pas h.

On a donc C(Fy) < %CAD: g(d+q,1)_

Résultat étendu par les auteurs : majorer les F,-points d'une courbe dans P en
comptant les points dont le Frobenius appartient a leur hyperplan osculateur.

Nous, on va chercher a étendre cette méthode a d’autre surfaces.
Objectif : On se donne une courbe C' sur une surface S. On cherche une
courbe D telle que

e C(F,) cCnD,
o VPecC(F,), i(C,D;P)>2,
® dimCnD=0.



Idée de base

Adapter I'idée aux surfaces toriques
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Idée de base

Adapter I'idée aux surfaces toriques

Une variété X sur K de dimension n est dite torique si elle contient un tore T"
dense tel que I'action naturelle du tore sur lui-méme s'étende sur tout X.
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Idée de base

Adapter I'idée aux surfaces toriques

Une variété X sur K de dimension n est dite torique si elle contient un tore T"
dense tel que I'action naturelle du tore sur lui-méme s'étende sur tout X.

Exemples :
® T" c A" via (t1,...,tn) = (t1,...,tn)
e T" c P” via (t17...,tn) — (tl,...,t»,“l)
e T2 c P! x P! via (tl,tz) = ((tl,l),(tz,l))
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Idée de base

Adapter I'idée aux surfaces toriques

Une variété X sur K de dimension n est dite torique si elle contient un tore T"
dense tel que I'action naturelle du tore sur lui-méme s'étende sur tout X.

Exemples :
® T" c A" via (t1,...,tn) = (t1,...,tn)
e T" c P” via (t17...7tn) — (tl,...,t»,“l)
e T2 c P! x P! via (tl,tz) = ((tl,l),(tz,l))

On va d’abord se focaliser sur les surfaces minimales.

Théoréme

Toute surface torique lisse compléte est obtenue par suite d'éclatements
toriques de P? ou d'une surface de Hirzebruch.
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Idée de base

Adapter I'idée aux surfaces toriques

Une variété X sur K de dimension n est dite torique si elle contient un tore T"
dense tel que I'action naturelle du tore sur lui-méme s'étende sur tout X.

Exemples :
® T" c A" via (t1,...,tn) = (t1,...,tn)
e T" c P” via (t17...7tn) — (tl,...,t»,“l)
e T2 c P! x P! via (t1,t2) = ((tl,l),(tz,l))

On va d’abord se focaliser sur les surfaces minimales.

Théoréme

Toute surface torique lisse compléte est obtenue par suite d'éclatements
toriques de P? ou d'une surface de Hirzebruch.

Caractéristiques " sympathiques” d’une variété torique :
® Recouverte d'affines ~ A" avec changement de cartes connus.
® Agréable anneau de coordonnées R polynomial, appelé Anneau de Cox.
Ex : R= K[Xo, X1, X2] sur P? ou R = K[Xg, X1,Y0,Y1] sur P! x P!
* Notion d’homogénéisation
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Plan projectif
[ 1]

Homogénéisation

Eventail de P? :

klz™t, 2 y)
€0

(_17 _1)/

1(0,1)
es k[z,y]
e (1,0)

klzy™,y "]
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Soit F' € Fq[ Xo, X1, X2] de degré d.
On a trois cartes affine sur P? : (X; # 0).
Plagons-nous sur la carte X # 0.
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Plan projectif
[ 1]

Homogénéisation

Eventail de P? :

klz™t, 2 y)
€0

(_17 _1)/

1(0,1)
es k[z,y]
e (1,0)

klzy™,y "]

Soit F' € Fq[ Xo, X1, X2] de degré d.
On a trois cartes affine sur P? : (X; # 0).
Plagons-nous sur la carte X # 0.
On pose f(z,y) = F(1,z,y),
=" ety=-=
x X, ety X,

et on homogénéise

h(z,y) = (27~2)0: f (2, y)+(y*~y) 0y f (2, ).

Jade Nardi
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Plan projectif
[ 1]

Homogénéisation

Soit F' € Fq[ Xo, X1, X2] de degré d.
Eventail de P? : On a trois cartes affine sur P : (X; # 0).
1(0,1) Plagons-nous sur la carte Xo # 0.
On pose f(z,y) = F(1,2,y),
e2 klx,
I e T
klz™ 2 y] e (1) X0 X,
e
g R et on homogénéise
(-1,-1), klay ™,y ]
’ h(z,y) = (27-2)0: f (2, y)+(y*-y) 0y f (z,y).

Dérivées partielles :

O f(z,y) = 0x, F(1,2,y) = 5= 0x, F(X) et 9, f(z,y) = 77 0x, F(X)

(KX)o FX) (X5 Xo) 0x, F(X)
\X¢ Xo) Xxgt X! Xo) xg¢t
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Plan projectif
oe

Homogénéisation

(X X)) (XX 0xF(X)
\X¢ Xo) xg? X Xo) Xxg¢t
1

= x@ [(X] - X§X1)0x, F(X) + (X§ - X3 X2)0x, F(X)]

Go(X)

2
En utilisant I'identité d'Euler ) X;0x, F(X) = dF(X), on a

=0

Go(X) = G(X) - dXI ' F(X) avec G(X) = szXEaXiF(X).

=0
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Plan projectif

Résultat

Proposition [SV]

Soit C c P? définie par un polyndme F ¢ F,[Xo, X1, X2] homogene absolument
irréductible de degré d > 2. Alors

C(F,) < %d(d+q— 1)

s'il existe au moins un point qui n'est pas d’inflexion sur C.
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Plan projectif Surface de Hirzeburct Autres surfaces toriques ?

Résultat

Proposition [SV]

Soit C c P? définie par un polyndme F ¢ F,[Xo, X1, X2] homogene absolument
irréductible de degré d > 2. Alors

1
C(F,) < §d(d+q— 1)
s'il existe au moins un point qui n'est pas d’inflexion sur C.

Posons G = X1 Fx, + X{Fx, + X]Fx, et D la courbe G = 0.
Admis : si C a un point non flex, I’ ne divise pas G.
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Plan projectif

Résultat

Proposition [SV]

Soit C c P? définie par un polyndme F ¢ F,[Xo, X1, X2] homogene absolument
irréductible de degré d > 2. Alors

1
C(F,) < §d(d+q— 1)
s'il existe au moins un point qui n'est pas d’inflexion sur C.

Posons G = X1 Fx, + X{Fx, + X]Fx, et D la courbe G = 0.
Admis : si C a un point non flex, I’ ne divise pas G.

Fixons P € C(F,). Supposons P ¢ (Xo = 0). Dans la carte (X #0), les
équations de C et D sont f(z,y):= F(1,z,y) =0 et

h(xz,y) = (z* - x) fao + (y* - y)fy +df = 0.

Alors la multiplicité de P sur C nD est au moins 2. Par intersection, on a le
résultat souhaité.
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Surface de Hirzeburch
[ ]

Définition

Soit 77 € N. On définit la surface de Hirzebruch #, de parametre 7.
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Surface de Hirzeburch
[ ]

Définition

Soit 77 € N. On définit la surface de Hirzebruch #, de parametre 7.

Eventail de #H,, :
(_1777)

(1,0)
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Surface de Hirzeburch
[ ]

Définition

Soit 77 € N. On définit la surface de Hirzebruch #, de parametre 7.

Eventail de #H,, :
(_1777)

Point de vue " quotient” :
On fait agir G, x Gy, sur

(A%~ {(0,0)}) x (A* < {(0,0)})

On note (t1,t2) les coordonnées sur le 1° A?,
(z1,72) pour le 2° et (A, 1) € Gy, x Gypy..

(Awu)'(tht%mla 1’2) = (Atla )‘tQa ,LLA_W:IIL ,LL%Q)

‘H,, peut étre définie comme le quotient

(A%~ {(0,0)}) x (A*~ {(0,0)}) /GZ,.
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Surface de Hirzeburch
[ ]

Définition

Soit 77 € N. On définit la surface de Hirzebruch #, de parametre 7.

Eventail de #H,, : Point de vue " quotient” :
(_1777) On fait agir Gm X Gm sur

(A%~ {(0,0)}) x (A* < {(0,0)})

On note (t1,t2) les coordonnées sur le 1° A?,
(z1,72) pour le 2° et (A, 1) € Gy, x Gypy..

(Av H)'(t17t27$17 1’2) = (Atla )‘tQa ,LLA_W:IIL ,LL%Q)

‘H,, peut étre définie comme le quotient
(0,-1) (A2 {(0,0)}) x (A%~ {(0,0)}) /G2,.

C'est I'éclaté de P(1,1,7) en le point singulier.

Il peut se plonger dans P"*3.
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Surface de Hirzeburch

Anneau de Cox

L'anneau de Cox de H,, sur Fy est I'anneau R =Fq[T1, T2, X1, X2].
On le munit d'une graduation.
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Surface de Hirzeburch

Anneau de Cox

L'anneau de Cox de H,, sur Fy est I'anneau R =Fq[T1, T2, X1, X2].
On le munit d'une graduation.
Un mondme M = T TS X1 X 52 est de bidegré (a, 8) si

a =c1+c2+nds,
{ ﬂ :d1+d2. (1)

On note R(«, 3) le Fy-module des polynémes de bidegré (o, f3).
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Surface de Hirzeburch

Anneau de Cox

L'anneau de Cox de H,, sur Fy est I'anneau R =Fq[T1, T2, X1, X2].
On le munit d'une graduation.
Un mondme M = T TS X1 X 52 est de bidegré (a, 8) si

a =c1+c2+nds,
{ ﬂ :d1+d2. (1)

On note R(«, 3) le Fy-module des polynémes de bidegré (a, 3). Alors
R= @ R(r,dx).

(87,6 )eZ?

En général, une variété torique est muni d’'un anneau de Cox polynomial avec
autant de variables que de rayons dans son éventail. Chaque rayon correspond a
un diviseur (lieu ot la variable associée est nulle) et le groupe de Picard de la
variété est engendré par ces diviseurs.
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Surface de Hirzeburch

Anneau de Cox

L'anneau de Cox de H,, sur Fy est I'anneau R =Fq[T1, T2, X1, X2].
On le munit d'une graduation.
Un mondme M = T TS X1 X 52 est de bidegré (a, 8) si

a =c1+c2+nds,
{ ﬂ :d1+d2. (1)

On note R(«, 3) le Fy-module des polynémes de bidegré (a, 3). Alors
R= @ R(r,dx).
(07,6 x )eZ?

En général, une variété torique est muni d’'un anneau de Cox polynomial avec
autant de variables que de rayons dans son éventail. Chaque rayon correspond a
un diviseur (lieu ot la variable associée est nulle) et le groupe de Picard de la
variété est engendré par ces diviseurs.

Ici, Pic(Hy) =ZD @ ZE avec D = (11 =0), E = (X1 =0),
D*=0, E*=-y, D-E=1.

Une courbe C définie par un polyndme dans R(«, 3) vérifie C ~ aD + SE.



Surface de Hirzeburch

[ Jolelele}

Homogénéisation sur Hny

Prenons F' € R(«,3). On a quatre cartes affines sur H,, : (T;X; # 0) pour
1,7 € {1,2}. Plagons nous sur (71 X1 # 0). On pose
Ty Xo

t=2etzx=
Tt TX,

et on homogénéise h(t,x) := (t7-t)0: f(t,x) + (7 - x)0, f (¢, ).
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Surface de Hirzeburch

Homogénéisation sur H n

X2
T/X1"

L . T
Occupons-nous des dérivées partielles en ¢ = T—f et x =
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Surface de Hirzeburch

Homogénéisation sur H n

frivé i T oo g Xo
Occupons-nous des dérivées partielles en ¢ = T etx= TR
. a =c1+c2+nds,
Soit M = T{' T52 X' X352 € R(a, B) avec et
1 2 1 2 ( 75) B — dl + dg,

m(t,x) =M(1,t,1,z).
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Surface de Hirzeburch

Homogénéisation sur Hny

Occupons-nous des dérivées partielles en t = % etx = T?;I .

. _ meiqpeg ydi yrda o =crter+ds,
Soit M =Ty T;* X' X,® e R, f) avec y 5 _ 5\ g et
m(t,x) =M(1,t,1,z).

T;Z_l X§2 ~ C2/1'v262—1)(;l2

atm(tvx) = 6T2M(1ata 17‘73) 2 T102—1 Tlndzxfz - Tf2+"d2_1Xii2

TP T3 X1 X5 9, M(T1, T, X1, X2)
Te 1 XY Te 1 XY

Nombre de Fg-points d'une courbe sur une surface torique Jade Nardi



Surface de Hirzeburch

0O®000

Homogénéisation sur Hny

Occupons-nous des dérivées partielles en t = % etx = T?;I .

. _ mcimes yrdi yda o =01+02+77d2,
Soit M =T\ T52 X' X452 € R(c, B) avec { 8 =di+do, et
m(t,x) =M(1,t,1,z).

Tcg—l X§2 ~ C2T;2—1X;l2

— _ 2
atm(t’ l‘) - 6T2M(1, t1, l‘) =C2 Tlcz—l T{]dz sz - T162+77d2—1X112

TP T3 X1 X5 9, M(T1, T, X1, X2)
Te 1 XY Te 1 XY

T2 X$! do T2 X527
3zm(t7$) = anM(Lt, 1,:17) = dQFTln(dg_l)Xiiz_l = Tf2+nd27an271

TP T XX Ox, M(Ty, To, X1, X2)
- T X b - T X P
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Surface de Hirzeburch

[e]e] le]e}

Homogénéisation sur Hny

On a donc

A1, M (T, Tz, X1, X2)
Te1xP

_ 8X2M(T1,T2,X1,X2)

8tm(t7x) = Tla,nxlg,l

et 9,m(t,x)

h(t,z) =(tT =)0 f(t,z) + (27 - 2)0s f (¢, T)
:(lg,&) 8T2M(T’X)+( X3 Xo )8X2M(T,X)

P Ti) Telxy Xy Tx.) reoxgtt
(T -T{ ' T)0n M(T,X) | (X5 - 17V XT X5)0x, M(T, X)
- a+q-1 B3 - -
T1 +q Xl T1a+n(q 1)X{3+q 1
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Surface de Hirzeburch

Homogénéisation sur Hny

(T8 - T3 T3) 7, M(T, X) L (- T X971 X5)dx, M(T, X)

h(t,z) = -
T1a+q lef Tlcz+n(q71)X1ﬁ+q—1

Pour mettre sur un dénominateur commun, il faut distinguer le cas n = 0.
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Surface de Hirzeburch

[e]o]e] lo}

Homogénéisation sur Hny

(T8 - T3 T3) 7, M(T, X) L (- T X971 X5)dx, M(T, X)

h(t,z) = Tla+q—1X1ﬁ Tlchrn(q*l)X{Hq—l

Pour mettre sur un dénominateur commun, il faut distinguer le cas n = 0.
Sin=0,

Wt - XS T )0, M(T, X) + T3 (XY - X9 X5)dx, M(T, X)

a+q-1 v B+q-1
Tl Xl
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Surface de Hirzeburch

[e]o]e] lo}

Homogénéisation sur Hny

(T8 - T3 T3) 7, M(T, X) L (- T X971 X5)dx, M(T, X)

h(tvx) = -
T1a+q lef Tlcz+n(q71)X1ﬁ+q—1

Pour mettre sur un dénominateur commun, il faut distinguer le cas n = 0.
Sin=0,

XN - TV )0, M(T, X) + T (X5 - X{™' X)0x, M(T, X)

h(tv ZL’) - Tla+q—1X16+q—1
Sin=+0,
ey - DX T T Do, M (X 1O X T X0, M

Tlaw(q*l)Xfwfl
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Surface de Hirzeburch

Homogénéisation sur Hny

Sur chaque carte (T;X; # 0) , on fait de méme et on obtient 4 polyndmes :

7 (T -t o Py + 0 (287 - 20 ) 2o P sin=0
t§"‘1)‘q‘1>x‘{‘1 (tg_l - t‘ll_l) toFy, + (a:g_l - t¥(q_l)x‘{_1) xoFy, sinx1
Gra=ad (187 =t )t Fyy + 487 (1Dt - 0f )

7 (T -t aF, vt (287 - 28T ) e By, sin=0

G = {1 e ga-1 (' -t R, + (xg_l - x‘ll_ltg(qfl)) x2Fgp, sinx1

Goz =2 (17—t By + 157 (270D - )
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Surface de Hirzeburch

[e]o]e]e] }

Homogénéisation sur Hny

Sur chaque carte (T;X; # 0) , on fait de méme et on obtient 4 polyndmes :
o It (tgfl - t‘fl) toFyy +t77 (mgfl - x‘fﬁl) 2 Fy, sin=0

1T girblah et (ta' -t taFyy + (a:g_l - t¥(q_l)x‘{_1) xoFy, sinx1
Gra=ad (187 =t )t Fyy + 487 (1Dt - 0f )

G = 7 (T -t aF, vt (287 - 28T ) e By, sin=0
2T e gant (' -t R, + (xg_l - x‘ll_ltg(qfl)) x2Fgp, sinx1

Goz =2 (17—t By + 157 (270D - )

Si =0, tous les polyndmes sont de bidegré (o +¢—-1,8+¢q—1).
Si n 2 1, G171 et G21 ont bidegré (a+77(q— 1),ﬂ +q- 1) et G12 et Go2 ont
bidegré (a+ (¢-1)(n+1),8+q-1).
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Surface de Hirzeburch

Résultats

Soit C ¢ P* x P! une courbe absolument irréductible de bidegré (o, 8) € N*.
Alors

#C(F,) < %C-(C—%K):aﬁ+g(a+ﬁ).
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Résultats

Théoréeme

Soit C ¢ P* x P! une courbe absolument irréductible de bidegré (o, 8) € N*.
Alors

#C(Fq)s%C-(C—§K)=aﬁ+g(a+ﬁ).

Théoréeme

Soit 7 € N*. Soit C ¢ H, une courbe absolument irréductible de bidegré
(o, B) € N? tels que a:> 713 > 1. Alors

#CE) < Z@a-np-n+1)+ La+p)
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Résultats

Théoréeme

Soit C ¢ P* x P! une courbe absolument irréductible de bidegré (o, 8) € N*.
Alors

#C(Fq)s%C-(C—§K)=aﬁ+g(a+ﬁ).

Théoréeme

Soit 7 € N*. Soit C ¢ H, une courbe absolument irréductible de bidegré
(o, B) € N? tels que a:> 713 > 1. Alors

#CE) < Z@a-np-n+1)+ La+p)

Phénomeéne sympa : Il n'y a plus de condition autre que I'irréductibilité
absolue.
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Autres surfaces toriques ?

Autres surfaces toriques ?

Théoréeme

Toute surface torique lisse compléte est obtenue par suite d'éclatements de P2
ou d'une surface de Hirzebruch.

Appliquer notre méthode semble donner une moins bonne borne que naivement
la borne sur la surface du bas + points sur les diviseurs exceptionnels.
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Autres surfaces toriques ?

Autres surfaces toriques ?

Théoréeme

Toute surface torique lisse compléte est obtenue par suite d'éclatements de P2
ou d'une surface de Hirzebruch.

Appliquer notre méthode semble donner une moins bonne borne que naivement
la borne sur la surface du bas + points sur les diviseurs exceptionnels.

Pour les singulieres ? Ca semble peu concluant...
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Comparaison avec les bornes existantes

Quelques bornes auxquelles se comparer

Fort heureusement, ces bornes améliorent des bornes existantes !

Théoreme [Stohr-Voloch 86]

Soit C une courbe irréductible lisse plongée dans P" de degré d, non contenue
dans un hyperplan avec (vo,v1,...,vr—1) pour suite d'indices de Frobenius.

Alors
4O(F,) < (Zin Vz)(2gr 2)+(g+r)d

On a toujours 0 = vy < v < --- < 1. Dans le meilleur des cas, v; =i.

Théoreme [Homma 2012]

N
|

Une courbe de degré d dans un espce projectif, sans composante F-linéaire a
au plus (d-1)q + 1 Fg-points.
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Comparaison avec les bornes existantes

e0

Comparaison sur quelques exemples

300 - 9,000
250 + 7,500
el
5 200| / 6,000
o
£
& 150 4,500
o
>
100 |~ 3,000
50 [ 1,500
| | | | | | | | | | | | | | | | | |
2345678910 10 20 30 40
Value of 3 Value of 3
(a) g=17and a=28+1 (b) ¢=97 and =25 +25
‘ —— Moi —— Stohr-Voloch ——— Hasse-Weil ——— Homma —— Ambient ‘

F1GURE — Comparison of bounds on the number of Fy-points on a curve on Ha of
bidegree (o, 3)
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Comparaison avec les bornes existantes

oe

Comparaison sur quelques exemples

el

5 6,000

o

Qo

5

2 4,000

D |
2,000 |

| “ |
2 4 6 8 10 12
Value of 3

I I |
10 20 30 40 50 60 70
Value of 8

(a) g=11land a=1 (b) ¢ =97 and a =50

‘ —— Moi —— Stéhr-Voloch ——— Hasse-Weil —— Homma —— Ambient

F1GURE — Comparison of bounds on the number of F4-points on a curve on P! x P! of
bidegree (o, 3)
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Comparaison avec les bornes existantes

oe

Comparaison sur quelques exemples

el

5 6,000

o

Qo

5

2 4,000

D |
2,000 |

| “ |
2 4 6 8 10 12
Value of 3

I I |
10 20 30 40 50 60 70
Value of 8

(a) g=11land a=1 (b) ¢ =97 and a =50

‘ —— Moi —— Stéhr-Voloch ——— Hasse-Weil —— Homma —— Ambient

F1GURE — Comparison of bounds on the number of F4-points on a curve on P! x P! of
bidegree (o, 3)

Merci pour votre attention !
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