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Objectifs

A la manière des codes Reed-Muller projectifs, on va construire des codes correcteurs en
évaluant des polynômes sur des surfaces avec de bonnes propriétés, les surfaces de

Hirzebruch.

Objectifs :

Déterminer les paramètres des codes construits ainsi,

En déduire quelques propriétés sur les courbes maximales de la surface.
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Surfaces de Hirzebruch Dé�nition

Soit η ∈ N. On dé�nit la surface de Hirzebruch Hη de paramètre η.

1e point de vue : torique

C'est la variété torique associée à l'éventail

(0,1)

u2

(1,0)
v2

(−1,0)
v1

(−η,−1)

u1

2e point de vue : quotient

On fait agir Gm ×Gm sur (A2 ∖ {(0,0)}) × (A2 ∖ {(0,0)}) : on note (t1, t2) les

coordonnées sur le premier A2, (x1, x2) pour le second et (λ,µ) ∈ Gm ×Gm.

(λ,µ) ⋅ (t1, t2, x1, x2) = (λt1, λt2, µλ
−ηx1, µx2).

Hη peut être dé�nie comme le quotient

(A2
∖ {(0,0)}) × (A2

∖ {(0,0)}) /G2
m.

3e point de vue : plongée dans Pη+3 (Exemples et nbre de Fq points)
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Surfaces de Hirzebruch Anneau de Cox

On va construire un code similaire à Reed-Muller, en évaluant des polynômes.
L'anneau de Cox de Hη sur Fq est l'anneau R = Fq[T1, T2,X1,X2].
On le munit d'une graduation, c'est-à-dire on dé�nit le degré d'un polynôme homogène.

Un monôme M = T c11 T c22 Xd1
1 Xd2

2 est de bidegré (δT , δX) si

{
δT = c1 + c2 − ηd1,
δX = d1 + d2.

(1)

On note R(δT , δX) le Fq-ev des polynômes de bidegré (δT , δX). Alors

R = ⊕
(δT ,δX)∈Z2

R(δT , δX)

Remarque : R(δT , δX) n'est pas réduit à zéro si et seulement si

δX ≥ 0 et δ ∶= δT + ηδX ≥ 0.

Cela permet de travailler sans plonger la surface dans un projectif et ouvre des
perspectives pour des codes sur d'autres variétés toriques.
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Surfaces de Hirzebruch Code d'évaluation

On va évaluer les polynômes en les points rationnels de la surface Hη.
On rappelle que les points de la surface de Hirzebruch sont les orbites sous l'action

(λ,µ) ⋅ (t1, t2, x1, x2) = (λt1, λt2, µλ
−ηx1, µx2).

Un point est rationnel si l'orbite contient au moins un représentant rationnel.

Soit F ∈ R(δT , δX) et P un point de Hη, On pose F (P ) = F (t1, t2, x1, x2), où
(t1, t2, x1, x2) est l'unique représentant de P qui est de l'une des ces formes :

(1, a,1, b) avec a, b ∈ Fq,
(0,1,1, b) avec b ∈ Fq,
(1, a,0,1) avec a ∈ Fq,
(0,1,0,1).

On veut que, sur chaque A2, la coordonnée non nulle la plus à gauche vaille 1.
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Surfaces de Hirzebruch Code d'évaluation

Le code Cη(δT , δX) est dé�nie comme l'image de l'application

ev(δT ,δX) ∶ {
R(δT , δX) → FNq

F ↦ (F (P ))P ∈Hη(Fq).
(2)

On n'a absolument pas besoin de la structure de la variété pour construire ou
implémenter un tel code. Il su�t de construire l'ensemble des polynômes et d'évaluer en
les (q + 1)2 points (1, a,1, b), (0,1,1, b), (1, a,0,1) et (0,1,0,1).
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Paramètres du code Cη(δT ,δX ) Représenter la dimension

On va considérer la dimension comme une donnée combinatoire facile à calculer.

Rappel : Un monôme M = T c11 T c22 Xd1
1 Xd2

2 est de bidegré (δT , δX) si

d1 + d2 = δX et c1 + c2 − ηd1 = δT

A (δT , δX) donné, un monôme est totalement déterminé par le couple (d2, c2) avec

0 ≤ d2 ≤ δX et 0 ≤ c2 ≤ δT + η(δX − d2) = δ − ηd2

L'ensemble des couples (d2, c2) est donc à l'intersection de ces 4 hyperplans, ce qui
forme un polygone que l'on note P (δT , δX).
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Paramètres du code Cη(δT ,δX ) Représenter la dimension

P (δT , δX) = {(d2, c2) ∈ N2
∣ 0 ≤ d2 ≤ δX et 0 ≤ c2 ≤ δT + η(δX − d2) = δ − ηd2}

On note A l'abscisse des sommets les plus à droite.

A = A(η, δT , δX) = min(δX ,
δ

η
) = {

δX si δT ≥ 0,
δ
η
= δX + δT

η
sinon.

Ce n'est pas toujours un entier !

c2

d2

δ = δT

A = δX

η = 0
e.g. P(7,4)

c2

d2

δ

A = δX

η > 0, δT > 0
e.g. P(2,3) in H2

c2

d2

δ

A ≤ δX

η > 0, δT ≤ 0
e.g. P(−2,5) in H2

Jade Nardi Codes sur les surface de Hirzebruch 13 avril 2018 8 / 25



Paramètres du code Cη(δT ,δX ) Représenter la dimension

P (δT , δX) = {(d2, c2) ∈ N2
∣ 0 ≤ d2 ≤ δX et 0 ≤ c2 ≤ δT + η(δX − d2) = δ − ηd2}

On note A l'abscisse des sommets les plus à droite.

A = A(η, δT , δX) = min(δX ,
δ

η
) = {

δX si δT ≥ 0,
δ
η
= δX + δT

η
sinon.

Ce n'est pas toujours un entier !

c2

d2

δ = δT

A = δX

η = 0
e.g. P(7,4)

c2

d2

δ

A = δX

η > 0, δT > 0
e.g. P(2,3) in H2

c2

d2

δ

A ≤ δX

η > 0, δT ≤ 0
e.g. P(−2,5) in H2

Jade Nardi Codes sur les surface de Hirzebruch 13 avril 2018 8 / 25



Paramètres du code Cη(δT ,δX ) Représenter la dimension

P (δT , δX) = {(d2, c2) ∈ N2
∣ 0 ≤ d2 ≤ δX et 0 ≤ c2 ≤ δT + η(δX − d2) = δ − ηd2}

On note A l'abscisse des sommets les plus à droite.

A = A(η, δT , δX) = min(δX ,
δ

η
) = {

δX si δT ≥ 0,
δ
η
= δX + δT

η
sinon.

Ce n'est pas toujours un entier !

c2

d2

δ = δT

A = δX

η = 0
e.g. P(7,4)

c2

d2

δ

A = δX

η > 0, δT > 0
e.g. P(2,3) in H2

c2

d2

δ

A ≤ δX

η > 0, δT ≤ 0
e.g. P(−2,5) in H2

Jade Nardi Codes sur les surface de Hirzebruch 13 avril 2018 8 / 25



Paramètres du code Cη(δT ,δX ) Représenter la dimension

On exhibe la dimension comme le cardinal d'un sous-ensemble des points entier de ce
polygone. Posons

K(δT , δX) = {(α,β) ∈ N2
∣

0 ≤ α ≤ min(⌊A⌋, q − 1)} ∪ {A} ∩N
0 ≤ β ≤ min(δ − ηα, q) − 1 or β = δ − ηα

} .

Alors

K(δT , δX) = P (δT , δX) ∩ (({d2 ≤ q − 1} ∪ {d2 = A}) ∩ ({c2 ≤ q − 1} ∪ {c2 = δ − ηd2)})) .

Faisons un dessin.

c2

d2

ηA

A

c
2 =

δ −
η
d

2

(a) q = 11

c2

d2

ηA

A

c
2 =

δ −
η
d

2

(b) q = 7

c2

d2

ηA

A

c
2 =

δ −
η
d

2

(c) q = 4

c2

d2

ηA

A

c
2 =

δ −
η
d

2

(d) q = 2

Figure � P(−2,5) dans H2 pour di�érentes valeurs de q.
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Paramètres du code Cη(δT ,δX ) Représenter la dimension

c2

d2

δ

δX

δT

c
2 =

δ −
η
d

2

(a) δ < q = 13

c2

d2

δ

δX

δT

c
2 =

δ −
η
d

2

(b) δT ≤ q = 7 ≤ δ

c2

d2

δ

δX

δT

c
2 =

δ −
η
d

2

(c) δX < q = 4 < δT

Figure � P(5,3) dans H2
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Paramètres du code Cη(δT ,δX ) Représenter la dimension

Théorème

La dimension du code Cη(δT , δX) vaut

dimCη(δT , δX) = #K(δT , δX)

Formule explicite de la dimension du code

Sur H0,
dimC0(δT , δX) = (min(δT , q) + 1) (min(δX , q) + 1) .

Sur Hη pour η ≥ 1, on pose

m = min(⌊A⌋ , q − 1), h =

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

min(δT , q) + 1 si δT ≥ 0 et q ≤ δX ,
1 si δT ≤ 0, q ≤ A et η ∣ δT ,
0 sinon,

s =
δ − q

η
et s̃ =

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

⌊s⌋ si s ∈ [0,m],
−1 si s < 0,
m si s >m.

Alors

dimCη(δT , δX) = (q + 1)(s̃ + 1) + (m − s̃) (δ + 1 − η (
m + s̃ + 1

2
)) + h.
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Paramètres du code Cη(δT ,δX ) Représenter la dimension

Exemple utile pour la suite : Cas où l'évaluation est surjective.
Montrons que si δT , δX ≥ q, alors l'application d'évaluation ev(δT ,δX) est surjective. En
e�et,

K(δT , δX) = {(α,β) ∈ N2
∣

α ∈ ⟦0, q − 1⟧ ∪ {δX}
β ∈ ⟦0, q − 1⟧ ∪ {δ − ηα}

} ,

d'où dimCη(δT , δX) = #K(δT , δX) = (q + 1)2 = N .

c2

d2

δ

δX

δT

Figure � P(3,4) avec q = 3 dans H1
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Paramètres du code Cη(δT ,δX ) Distance minimale

On note dη(δT , δX) la distance minimale du code Cη(δT , δX). On veut minorer le poids
des mots du code.
Soit F ∈ R(δT , δX) ∖ ker ev(δT ,δX), on pose NF = #Z(F )(Fq), le nombre de Fq-points
sur la courbe dé�nie par F = 0.

Pour tout couple couple (εT , εX), on peut considérer l'application surjective

ev(εT ,εX),F ∶ {
R(εT , εX) → FNFq

G ↦ (G(Q))Q∈Z(F )(Fq)
.

NF = dim(R(εT , εX)Òker ev(εT ,εX),F
) .
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N − ÑF . (3)

C'est cette quantité que l'on minore, à l'aide d'arguments de bases de Gröbner.

Jade Nardi Codes sur les surface de Hirzebruch 13 avril 2018 13 / 25



Paramètres du code Cη(δT ,δX ) Distance minimale

On note dη(δT , δX) la distance minimale du code Cη(δT , δX). On veut minorer le poids
des mots du code.
Soit F ∈ R(δT , δX) ∖ ker ev(δT ,δX), on pose NF = #Z(F )(Fq), le nombre de Fq-points
sur la courbe dé�nie par F = 0.
Pour tout couple couple (εT , εX), on peut considérer l'application surjective

ev(εT ,εX),F ∶ {
R(εT , εX) → FNFq

G ↦ (G(Q))Q∈Z(F )(Fq)
.

NF = dim(R(εT , εX)Òker ev(εT ,εX),F
) .

On pose ⟨F ⟩(εT ,εX) le sev FR(εT − δT , εX − δX) ⊂ R(εT , εX) engendré par F .

Puisque ker ev(εT ,εX) + ⟨F ⟩(εT ,εX) ⊂ ker ev(εT ,εX),F , on a ÑF ≥ NF avec
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Paramètres du code Cη(δT ,δX ) Formule explicite

Formule explicite pour la distance minimale

Soit η ≥ 0, (δT , δX) ∈ Z ×N with δ ≥ 0. A moins que

η ≥ 1, δT < 0, η ∣ δT , et q ≤ δ
η
, (H)

le code Cη(δT , δX) sur la surface de Hirzebruch Hη a pour distance minimale

Si η ≥ 1,
▸ Si q > δ, alors

dη(δT , δX) = { (q + 1δX=0)(q − δ + 1) si δT ≥ 0 ou (δT < 0 et η ≥ 2)
(q − δ)(q + 1) si δT < 0 et η = 1

▸ Si max ( δ
η+1

, δT ) < q ≤ δ, alors

dη(δT , δX) = q − ⌊ δ − q
η

⌋

▸ Si q ≤max ( δ
η+1

, δT ),
dη(δT , δX) =max(q − δX + 1,1)

Si η = 0,
dη(δT , δX) = max(q − δX + 1,1)max(q − δT + 1,1)
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Paramètres du code Cη(δT ,δX ) Courbes maximales

Courbes maximales

Ecrivons Fq = {ξ1, ξ2, . . . , ξq}.

Si η ≥ 1,
▸ Si q > δ, posons

F (T1, T2,X1,X2) = { X
δX
1 ∏δT +δXi=1 (T2 − ξiT1) si δT ≥ 0 ou η ≥ 2

X
−δT
1 X

δX+δT
2 ∏δT +δXi=1 (T2 − ξiT1) si δT < 0 et η = 1

▸ Si max ( δ
η+1

, δT ) < q ≤ δ, posons s = ⌊ δ−q
η

⌋ et

F (T1, T2,X1,X2) = T δT +η(δX−s)−q
2

s

∏
i=1

(X2 − ξiT η1 X1) ∏
a∈Fq

(T2 − aT1)

▸ Si q ≤max ( δ
η+1

, δT ), posons mX =min(q, δX) et

F (T1, T2,X1,X2) = XδX−mX
2 T

δT
2

mX

∏
i=1

(X2 − ξiX1T
η
1 )

si η = 0, posons mT = min(q, δT ) and mX = min(q, δX) et

F (T1, T2,X1,X2) =X
δX−mX
2 T δT −mT2

mX

∏
i=1

(X2 − ξiX1T
η
1 )

mT

∏
j=1

(T2 − ξjT1)

Les mots de code associés à ces polynômes atteignent la distance minimale.
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Paramètres du code Cη(δT ,δX ) Majoration du nombre de points rationnels des courbes

Majoration du nombre de points rationnels des courbes

Soit η ≥ 0 et (δT , δX) ∈ Z ×N avec δ = δT + ηδX ≥ 0. On suppose que (H) n'est pas vraie.
Soit C une courbe de la surface de Hirzebruch Hη qui ne contient pas tous les Fq-points
de Hη et de bidegré (δT , δX) (c'est-à-dire de classe de Picard δTF + δXσ). Alors

Si η ≥ 1,
▸ Si q > δ, alors

#C(Fq) ≤
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

(q + 1)δT si δX = 0 et δT ≥ 0,
q(δ + 1) + 1 si δX ≠ 0 et (δT ≥ 0 ou (δT < 0 et η ≥ 2)),

(q + 1)(δ + 1) si δT < 0 et η = 1.

▸ Si max ( δ
η+1

, δT ) < q ≤ δ, alors

#C(Fq) ≤ q2 + q + 1 + ⌊ δ − q
η

⌋ .

▸ Si q ≤max ( δ
η+1

, δT ) et q ≥ δX ,

#C(Fq) ≤ q2 + q + δX .

Si η = 0,

#C(Fq) ≤ (q + 1)2
−max(q − δX + 1,1)max(q − δT + 1,1).
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Un poinçonnage intéressant

Penchons-nous sur le cas δT < 0. On pose C⋆
η(δT , δX) le code obtenu par poinçonnage de

Cη(δT , δX) en les points Z(X1).

Proposition - Paramètres du code poinçonné

Soit η ≥ 1, δT < 0 et δX > 0. Le C⋆
η(δT , δX) a longueur q(q + 1) et a la même dimension

et distance minimale que Cη(δT , δX).

Preuve : Un monôme M = T c11 T c22 Xd1
1 Xd2

2 ∈ R(δT , δX) sur Hη satisfait

0 ≤ c1 + c2 = δT + ηd1 < ηd1.

Donc d1 > 0 et M s'annule sur X1 = 0.

η δT δX Paramètres de C⋆
η(δT , δX)

1 -1 2 [12,3,8]
1 -1 3 [12,6,4]
2 -1 1 [12,2,9]
2 -1 3 [12,10,2]
2 -2 2 [12,4,6]
2 -2 3 [12,8,3]
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Idées de preuves Stratégie pour calculer la dimension

1 On pose la relation d'équivalence sur les monômes de bidegré (δT , δX)

M ≡M ′
⇔ M −M ′

∈ ker ev(δT ,δX),

2 Caractériser les monômes qui ont la même évaluation,

3 Choisir une famille de représentants des monômes sous ≡,

4 Montrer que cette famille est en fait une base de R(δT , δX) modulo le noyau.
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Idées de preuves Caractérisation des monômes ayant la même évaluation

Proposition

Soient (d2, c2), (d
′
2, c

′
2) ∈ P(δT , δX). On pose

M =M(d2, c2) = T
c1
1 T c22 Xd1

1 Xd2
2 et M ′

=M(d′2, c
′
2) = T

c′1
1 T

c′2
2 X

d′1
1 X

d′2
2 .

Alors M ≡M ′ si et seulement si

q − 1 ∣ di − d
′
i, (C1)

q − 1 ∣ cj − c
′
j , (C2)

di = 0 ⇔ d′i = 0, (C3)

cj = 0 ⇔ c′j = 0. (C4)

Idée de la preuve : On peut se convaincre sans trop de di�culté que les conditions sont
su�santes. Pour montrer que c'est nécessaire, on remarque que

M(1, x,1,1) =M ′(1, x,1,1) pour tout x ∈ Fq, ce qui implique que xc2 = xc
′

2 et donc

T q2 − T2 ∣ T
c′2
2 − T c22 ,

ce qui donne la condition sur c2. On fait de même en (1,1,1, x) pour d2 puis on utilise la
dé�nition du bidegré pour avoir les conclusions sur d1 et c1.
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Idées de preuves Passage à la dimension

Proposition [Rappel]

T c11 T c22 Xd1
1 Xd2

2 ≡ T
c′1
1 T

c′2
2 X

d′1
1 X

d′2
2 ⇔

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

q − 1 ∣ di − d
′
i,

q − 1 ∣ cj − c
′
j ,

di = 0 ⇔ d′i = 0,
cj = 0 ⇔ c′j = 0.

Dessin ! Interprétation de l'ensemble de points que l'on a choisi.

∆(δT , δX) = {M(α,β) ∣ (α,β) ∈ K(δT , δX)}

Proposition

∆(δT , δX) forme un système de représentants des monômes de R(δT , δX) modulo ≡.

Comment passer à la dimension ? On dé�nit une application linéaire π(δT ,δX) de
R(δT , δX) qui à chaque monôme associe son représentant dans ∆(δT , δX).

Théorème

L'application π(δT ,δX) est la projection de R(δT , δX) le long de ker ev(δT ,δX) sur
Vect(∆(δT , δX)). De plus, ∆(δT , δX) est libre modulo ker ev(δT ,δX).

Ceci conclut la preuve pour la dimension !
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Bases de Gröbner Notions et résultats utiles

Pour calculer la dimension, on s'est ramené à un problème sur les monômes. On va faire
de même pour la distance minimale via les bases de Gröbner.

Soit R un anneau de polynômes. Un ordre monomial est un ordre total < sur les
monômes tel que pour tous monômes M, N, P ,

M < N ⇒ MP < NP et M <MP.

Pour chaque polynôme F ∈ R, on note son terme dominant LT(F ).
Soit I un idéal de R, muni d'un ordre monomial <. L'idéal monomial LT(I) ⊂ R associé à
I est l'idéal engendré par les termes dominants LT(F ) des polynômes F ∈ I, c'est-à-dire

LT(I) = ⟨LT(F ) ∣ F ∈ I⟩

Un sous-ensemble G de R est une base de Gröbner de I si G engendre l'idéal I et les
termes dominants des polynômes de G engendrent LT(I).

Le résultat qui nous intéresse : une base du quotient

Soit I un idéal de R de base de Gröbner G. Alors, en posant π la projection canonique de
R sur R/I, l'ensemble

{π(M) ∣M monômes de R tels que pour tout g ∈ G, LT(g) ∤M}

est une base de l'espace vectoriel R/I.
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monômes tel que pour tous monômes M, N, P ,

M < N ⇒ MP < NP et M <MP.

Pour chaque polynôme F ∈ R, on note son terme dominant LT(F ).
Soit I un idéal de R, muni d'un ordre monomial <. L'idéal monomial LT(I) ⊂ R associé à
I est l'idéal engendré par les termes dominants LT(F ) des polynômes F ∈ I, c'est-à-dire

LT(I) = ⟨LT(F ) ∣ F ∈ I⟩

Un sous-ensemble G de R est une base de Gröbner de I si G engendre l'idéal I et les
termes dominants des polynômes de G engendrent LT(I).

Le résultat qui nous intéresse : une base du quotient

Soit I un idéal de R de base de Gröbner G. Alors, en posant π la projection canonique de
R sur R/I, l'ensemble

{π(M) ∣M monômes de R tels que pour tout g ∈ G, LT(g) ∤M}

est une base de l'espace vectoriel R/I.
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Bases de Gröbner Application à notre cas

Exhibons l'idéal qui va nous intéresser.

Considérons l'application sur l'anneau R

ev ∶

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

R → FNq
F = ∑

(δT ,δX)
F(δT ,δX) ↦ ∑

(δT ,δX)
ev(δT ,δX) (F(δT ,δX))

,

et son noyau I = ker ev ⊂ R.
C'est un idéal gradué I = ⊕

(δT ,δX)∈Z×N
I(δT , δX), où I(δT , δX) = ker ev(δT ,δX).

On pose un ordre monomial sur R.

T
c′1
1 T

c′2
2 X

d′1
1 X

d′2
2 < T c11 T c22 Xd1

1 Xd2
2

si d′1 + d
′
2 < d1 + d2 ou ∣

d′1 + d
′
2 = d1 + d2

d′2 < d2
ou

RRRRRRRRRRRRRR

d′1 = d1

d′2 = d2

c′2 < c2

ou

RRRRRRRRRRRRRRRRRR

d′1 = d1

d′2 = d2

c′2 = c2
c′1 < c1
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Bases de Gröbner Application à notre cas

Soit (δT , δX) ∈ Z ×N. On pose

G(δT , δX) = {M −M ′
∣M, M ′ monômes de R(δT , δX) tels que M ≡M ′

}

et
G = ⋃

(δT ,δX)
G(δT , δX).

Proposition

G est une base de Gröbner de I.

Puisque I est homogène, on a RÒI = ⊕
(δT ,δX)

(R(δT , δX)ÒI(δT , δX)).

Application à notre cas

Pour tout (δT , δX) ∈ Z ×N tel que δ ≥ 0, une base d'un supplémentaire de I(δT , δX)
dans R(δT , δX) est {M monômes de R(δT , δX) ∣ ∀ g ∈ G, LT(g) ∤M}.

Proposition

∆(δT , δX) est exactement l'ensemble des monômes de R(δT , δX) qui ne sont divisibles
par le terme dominant d'aucun polynôme de G.
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Distance minimale Minoration par une quantité qui dépend de monômes

Soit (εT , εX) ∈ N2 tel que εT , εX ≥ q. On pose

∆(εT , εX)F = {N ∈ ∆(εT , εX) ∣ LT(F ) ∣N} .

Minoration de la distance minimale

La distance minimale véri�e dη(δT , δX) ≥ min
M∈∆(δT ,δX)

#∆(εT , εX)M .

Esquissons la preuve.

On a posé ⟨F ⟩(εT ,εX) le sev FR(εT − δT , εX − δX) ⊂ R(εT , εX) engendré par F .

ÑF = dim(R(εT , εX)Òker ev(εT ,εX) + ⟨F ⟩(εT ,εX)
) .

⇒ dη(δT , δX) ≥ min
F ∈Vect∆(δT ,δX)

N − ÑF . (4)

On veut minorer cette quantité. On sait que

∆(εT , εX) = {M monômes de R(εT , εX) tels que ∀ g ∈ G, LT (g) ∤M}

est une base R(εT , εX) modulo I(εT , εX). Par surjectivité, #∆(εT , εX) = N .

Sachant que F est homogène, l'idéal I + ⟨F ⟩ est homogène.
Soit Ĝ une base de Gröbner de I + ⟨F ⟩ contenant G ∪ {F}.
Alors ∆̃(εT , εX) = {M monônes de R(εT , εX) tels que ∀ h ∈ Ĝ, LT (h) ∤M} est une
base de R(εT , εX) modulo I(εT , εX) + ⟨F ⟩(εT ,εX) de cardinal ÑF .
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Soit Ĝ une base de Gröbner de I + ⟨F ⟩ contenant G ∪ {F}.
Alors ∆̃(εT , εX) = {M monônes de R(εT , εX) tels que ∀ h ∈ Ĝ, LT (h) ∤M} est une
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Distance minimale Minoration par une quantité qui dépend de monômes

On a donc

∆(εT , εX) = {M monômes de R(εT , εX) tels que ∀ g ∈ G, LT (g) ∤M}

de cardinal N et

∆̃(εT , εX) = {M monônes de R(εT , εX) tels que ∀ h ∈ Ĝ, LT (h) ∤M}

de cardinal ÑF . De plus,

∆(εT , εX) ∖ ∆̃(εT , εX) = {M ∈ ∆(εT , εX) tq ∃ g ∈ Ĝ ∖ G, LT(g) ∣M}.

Sachant que F ∈ Ĝ ∖ G, on a
∆(εT , εX)F =

rappel
{N ∈ ∆(εT , εX) ∣ LT(F ) ∣N} ⊂ ∆(εT , εX) ∖ ∆̃(εT , εX).

D'où #∆(εT , εX)F ≤ N − ÑF .

Pour terminer, remarquons que ∆(εT , εX)F = ∆(εT , εX)LT(F ).
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de cardinal ÑF . De plus,

∆(εT , εX) ∖ ∆̃(εT , εX) = {M ∈ ∆(εT , εX) tq ∃ g ∈ Ĝ ∖ G, LT(g) ∣M}.

Sachant que F ∈ Ĝ ∖ G, on a
∆(εT , εX)F =

rappel
{N ∈ ∆(εT , εX) ∣ LT(F ) ∣N} ⊂ ∆(εT , εX) ∖ ∆̃(εT , εX).

D'où #∆(εT , εX)F ≤ N − ÑF .

Pour terminer, remarquons que ∆(εT , εX)F = ∆(εT , εX)LT(F ).
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